Belirsiz integral 



Amaglar 

Bit iiniteyi calistiktan sonrci; 
<3£> belirsiz integralin ahnisini, 

belirsiz integralinin ekonomik uygulamalanni, 
<52>> belirsiz integral alma yvi reneceksiniz. 





ifindekiler 

• Belirsiz integral tanimi 

• Belirsiz itilc sta yontemleri 



• Belirsiz integral iinitesine baslamadan once tiirev He ilgili uniteleri bir 
here daha gozden gecirmelisiniz. 

• Belirsiz integral kavramtni ve tiirevle iliskisini iyice kavrama- 
niz gerekir. 

• integral alma kurallari icin drnekleri iyi incelemeniz ve bir kere de si- 
zin coznteniz daha uygun olacaktir. 

Giri§ 

Bir isletmenin, a nal maliyet 

fonksiyonunun, 

MC = x 2 + 2x 
olarak belirl 
bulunur? 

Yukanda vermis old ileme benzer bir cok isletme ve ekonomi prob- 

leminin goziimunde integral alma k <v. Bu kitapta verilmemesine 

ragmen, olaylarin zaman / simini gosteren dinamik modellerin 

toiiiiiinnde kullanilan Difei nde de integralden 

yararlamhr. 



integral Tan 



BELIRSIZ INTEGRAL TANIMI 

Belirsiz integral konusuna girmeden once bir ekonomi problemini ele alarak, co- 
zumunti inceleyelim. 

Bir igletme, x degi§keni iiretim miktanni gostermek iizere, marjinal mali- 
yet fonksiyonunu, 

MC = fix) = Ax + A 
olarak belirlemi§tir. Verilen marjinal maliyet fonksiyonunundan yararla- 
narak bu i§letmenin, sabit maliyetler toplami 50 000 TL. olmak iizere, 100 
birimlik iiretiminin toplam maliyetini bulunuz. 



uxmi 



Tiirevle ilgili iinitelerde m onunun, toplam maliyet fonksi- 

yonunun Iiretim miktan olarak alinan x degi§kenine gore birinci ttirevi oldugu 
aciklanmisti. Toplam maliyet fonksiyonu Fix) ise, F(x) in ttirevi marjinal mali- 
yet fonksiyonu olan fix) olacaktir. Boylece, 



dFjx) _ 
dx 



F'ix)=fix) 



olur. Bu ili§ki ornekte verilen verilere uygunalirsa. 



Belirsiz integral ile maliyet fonksi- 
yonlari arasinda ili^kiler vardir. Bu ili§- 
kiler, bizi belirsiz integral tanimina 
gotiirecektir. 



egitligi bulunur. Tiirevi/(x) = Ax + 4 olan bir Fix) fonksiyonu, sabit farkiyla, 

Fix) = 2x 2 + Ax 

olarak bulunur. Ttirevi Ax + A olan fonksiyonlardan bazilan, sabitin ttirevinin s 
fir oldugu gozoniine ahnarak, a§agidaki §ekilde yazilabilir. 



F x ix) = 2X 2 + Ax + 5 , 
F 2 ix) = 2x 2 + Ax- 100 , 



F \ ix) = Ax + 
F ', (x) = Ax + 



Yukandaki orneklerde oldugu gibi, tiirevi Ax + A olan fonksiyonlar biribirinden 
sabitlerle aynlmaktadir. Fonksiyonlardaki sabit yerine genel bir sabit olan c 
koyulursa, 

F ix) = 2x 2 + Ax + c 



olur. Toplam maliyet fonksiyonundaki c sabiti, tiretimin olmadigi durumdaki sa- 
bit maliyeti gostermektedir. Ornegimizdeki toplam maliyet fonksiyonu olan F ix) 
de x = olarak almdigmda, 



FiO) = c = 50 000 
olarak bulunur. Buradan x = 100 birimlik iiretim icin toplam maliyet, 

F(IOO) = 2 (TOO) 2 + 4.100 + 50 000 = 70 400 
olacaktir. 



Vermi§ oldugumuz ornekteki yontem genelle§tirilerek belirsiz integral tanimi 
asagidaki §ekilde yapilabilir. 



Belirsiz integral, turevi verilen fonk- 
siyonlan bulma isjemidir. Bu isjeme 
ters turev de denir. Turevi e§it fonk- 
siyonlar birbirinden integral sabiti 

denilen c sabiti- . 



integral tanimindakit/x diferansiyeli, 
integralin hangi degis,kene gore 
alinacagini gostermektedir. 



Bir/(x) fonksiyonu if in, 

dx 
olacak sekilde bir Fix) fonksiyonu varsa, Fix) + c fonksiyonlanna, fix) in ters 
turevleri veya belirsiz integrali denir ve bu durum, 

I fix) dx = Fix) + c 

seklinde ifade edilir. Bu esitlik "fix) fonksiyonunun belirsiz integralinin F ix) + c" 
oldugunu gosterir. 

Burada simgesine integral isareti, fix) fonksiyonuna integrant veya integ- 
ral alti denir. Bu ifadeye belirsiz integral denilmesinin nedeni F ix) + c fonksi- 
yonlannin kesin tanimli olmayigi, bir fonksiyon ailesini gostermesindendir. F ix) 
fonksiyonlarim biribirinden ayiran c sabitine integral sabiti denir. 

Integral tammindaki dx diferansiyeli integralin hangi degiskene gore alrndigi- 
m gostermektedir. Bununla ilgili olarak asagidaki ornekleri inceleyiniz. 

\ixdx integrali, ix fonksiyonunun x e gore integralinin alinacagini goster- 
mektedir. 
\4y xdx integrali, 4y x fonksiyonunun x e gore integralinin alinacagini 



gostermektedir. 

-M'".vc/y integrali, Ay x 
gostermektedir. 



siyonunun y ye gore 






\{2t y+ t+ \)dt integrali, \2t y+ t+ lj fonksiyonunun t ye gore integralinin 
alinacagini gostermektedir. 



temel Integral kurallari 

Bu kisimda tlirev alma kurallanndan yararlanarak 
aciklayacagiz. 

1) adx = ax + c , a sabit 

2) nit -I icin x"dx = — + c 

3) n = -1 icin j x l dx = \(^dx= In | x\ + c , x* (. 

4) f e x dx = e x + c 

5) a x dx = -^— + c , a > 



itegral alma kurallanm 



Yukanda verilen temel integral formulleri, integral alma sonucu bulunan fonk- 
siyonun tiirevinin integrali alinacak fonksiyonu verip vermedigine bakilarak dog- 
rulanabilir. §6yle ki: 



1) Fix) = ax ■ + c ise F '(x) = a olur. 






+ i-i 


J n+1 n+\ 




3) Fix) = In | x\ + c ise F'(x) = I olur. 


* * 


4) F(x) = e* + c ise F '(x) = e x olur. 




5) Fix) -4*.+ c, ise 7? '0*0 = ^- . lna = 


a x olur. 



lna " Ins 

§imdi yukanda vermi§ oldugumuz kurallar icin birer ornek verelim. Siz de 
ikinci taraftaki fonksiyonlann tiirevlerini alarak integrali alman fonksiyonlan verip 
vermedigini kontrol ediniz. 

\$dx = 3x+ c 



\2ycly=y 2 + c J 5 



Yukanda verilen temel integral kurallan ttirev ile ilgili tinitelerde verilen ttirev 
alma kurallan yardimiyle daha da gelistirilebilir. 

Buna gore, f (x) ve g(x) fonksiyonlan, sirasiyle F (x) ve G (x) fonksiyonlannm Birden fazla fonksiyonun toplamla- 

turevleri olan fonksiyonlar ise, nnin tiirevi. bu fonksiyonlann ayn 

j - , j ./ tir. Bu kuralin sonucu olarak da, bir- 

-f- F(x)+G(x)\ = ^-F(x) + ^G(x) = f(x) + g(x) den cok fonksiyonun toplamlanmn 

"X OX Clx integralini fonksiyonlann ayn ayn 

oldugundan, dugu bulunur. 



J [f(x) + g(x)] dx = J d(F(x) + G(x)) 
= F(x) + G(x) + c 
= \f(.x)dx+\g(x)dx 



olur. O halde kural olarak, iki fonksiyonunun toplamlanmn integrali, bunlann ay- 
n ayn bulunan integralleri toplamma e§it olacagini soyleyebiliriz. 



p(x) + g(x)]dx = \f(x)dx + \g(x)a 



Sabitle bir fonksiyonun carpimimn integrali de, ttirev kurallan yardimiyle, Bir sabitle bir fonksiyonun garpimi- 
fonksiyonun integrali ile sabitin carpimina esittir. nin t0revi| f ° nk s'V°™n t«revi ile sa- 

bitinin garpimina esit oldugunu ha- 

), tr ■. , , f ,.,. v , tirlayiniz. Verdigimiz kural da tiirei 

kfix) dx = k\f(x)dx kuralinin bir sonucudur. 

seklinde go 



EHEBI 



Ornekteki integralleri alirken, integral 
i^leminden once basitle^tirme i$lem- 
lerini yapmak problemlerin coziimu- 
jtiracaktir. 



Yukanda verilen kurallar yardimiyla a§agidaki integrallerin nasil almdigin 
inceleyiniz. 

[ix 2 - 4x + 6) dx = 2 \x 2 dx - 4 j xdx + 6 I dx = ^—- 2x 2 + 6x+ c 
[6x 2 - 2x+ 8) dx = 6 x 2 dx - 2 xdx + 8 \ dx = 2x i - x 2 + 8x+ c 
[e y + y 2 ) dy = e y dy + | y 2 dy = e y + ?— + c 
[it 5 + 2t 2 + 3) dt = 3 I r'dt + 2 I t 2 dt + 3 I dt = ^— + — + 3t+ c 
2 flj dx = 2 f fljo&c = 21n x| + c = lnx 2 + c 



Bu orneklerde koklerin kuvvet §ek- 
linde yazilmalan cok onemlidir. in- 
tegralleri once aliniz ve sonra cevap- 
la kar^ila^tinniz. 



Temel integral alma kurallan yardimi lerin nasil alindigini 

inceleyiniz. Bu integrallerde, iistel ve koklti ifadelerin bulundugu integrallerin na- 

■ ■ .: : ' ■:■ 



|[YX + -U dx = J(x 1/3 + x in ) dx = ^ + 2x 1 ' 2 + c = 3 ^ + 
f [Yj? + -%- + 2] dx = f (x i/4 ) dx + f x 2/i dx + 2 \dx 



= 4x 4 f^ + |xYx*"+2* h 



LiLMli 



Bir i§letmede x iiretim miktari oltnak iizere, marjinal maliyet fonksiyonu 

MC(xJ = x + 50e* 
ve sabit maliyet 250 000 birim ise, toplam maliyet fonksiyonunu bulunuz. 



Once verilen 1. Ornek incelenirse marjinal maliyet fonksiyonunu 
toplam maliyet fonksiyonunu verecegi goriilur. Baska bir ifadeyle, 






TCQx) = \{x+ 50 e x ) dx = \xdx+ 50 I e x dx = ^- + 50 e 



olur. Uretim miktannm sifir oldugu noktadaki maliyet 
gini biliyorsunuz. Buradan, 



rc(0) = 50.e° + c = 250 000 ve 

c = 250 000 - 50 = 249 950 olur. Boylec 

TC(x) = ^+50^+ 249 950 



: toplai 



sabit maliyeti gosterece 
Laliyet fonksiyonu, 



Ekonomide, marjinal maliyet fonksiyonu verildiginde toplam maliyet fonksiyo- Ekonomide marjinal maliyet fonksi- 

nunu bulmada kullamlan yontemden, uretim miktanna bagli olarak verilen marji- J°" u , verildi 9 inde to P |am ^ 

' ' & ' fonksiyonunu, marjinal kar fonksi- 

nal kar fonksiyonundan toplam kar fonksiyonu bulunabilir. Bunun icin a§agidaki yonu verildiginde de toplam kar 

orneci inceleyiniz. fonksiyonu bulunabilir. Bu hesaplama 

yontemi integral almadir. 



Bir isletmede x uretim miktanna bagh olarak marjinal kar fonksiyonu, 

K '(x) = lOOx- 5000 
olarak belirlenmistir. isletmede uretim yapilmadiginda zarar 25000 bi- 
rim ise, toplam kdr fonksiyonunu bulunuz. 



Marjinal kar fonksiyonunun integrali toplam kar fonksiyonunu vereceginden, top- 
lam kar fonksiyonunu, 



K(x) = f(l00x- 5000) dx = 50 x 2 - 5000x 



olur. Uretim yapilmadiginda, x = olacagindan, 

K(0) = c = -25000 birim olarak bulunur. Boylece toplam kar fonksiyonu, 

K (x) = 50x 2 - 5000x - 25000 
olacaktir. 



JMU 






Bir igletmede talep miktan x birim, iiretilen malm satis, fiyati p olmak tizere, Bu omegin cozumiinde 

talep fonksiyonu, G , e ' ir " Fi Y at Mikt ^ J 

oldugu uni 

p-fOd 

olacaktir. Ba§ka bir deyimle, bir i§letmenin urettigi mallann tamamim sattigi du- 
rumda, talep miktan uretim miktanna e§it ve malm fiyati da uretim miktannm bir 
fonksiyonu olmaktadir. Bu fonksiyona, yukanda fonksiyon seklinde ifade edildi- 
gi gibi, talep fonksiyonu denir. 

nin toplam gelir fonksiyonu, 

R(x) = x.p= xf(x) 



Toplam gelir fonksi 
R'(x) =f(x) + x.f'(x) 



i marjinal gelir fonk 



Toplam gelir fonksiyonunun tiirevi- 
nin marjinal gelir fonksiyonu oldu- 
gunu unutmayiniz. Bu sonuc bir cok 
ekonomik problemin cozulmesinde 



Eger i§letmenin, x uretim miktanna bagh olarak, marjinal gelir fonksiyoni 
liniyorsa, toplam gelir fonk 



R(x) = \r'(x) dx 



olarak bulunur. Boylece toplam gelir fonksiyonu, c sabit geliri gostermek 
iizere, 



\r'(.x) dx = RQx) + c 



olarak bulunur. 

Yukanda yapilan aciklamalar ile a§agidaki ornek arasmdaki iliskiyi kurunuz. 

Bir i§letmenin, x iiretim miktarini gostermek iizere, mar jinal gelir fonksi- 
yonu, 

R '(x) = 10 - 2x- x 2 
ise toplam gelir fonksiyonu ne olur? 
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Bir kentin nufusunun, t yil olarak zamant gostermek iizere, 

p '(f) = 6000 + 9000 ft 
bagintisiyle biiyiidiigu belirlenmi§tir. Kentin su andaki niifusu 500 000 ki- 
si ise, 4 yil sonraki niifusu ne olur? 



Kent nufusunun buyumesini g< 

p 'GO = 6000 + 9000 ft 
^ fonksiyonunun integrali ahnarak, t yil sonraki niifusu, 

pit) = \p 'GO dt = 6000? + 6000? ft + 500 000 
fonksiyonu ile belirlenir. t = 4 icin, 

p(4) = 6000.4 + 6000.4V4 + 500 000 = 572 000 
olacaktir. 



BELIRSIZ INTEGRAL ALMA YONTEMLERI 

Bu kesimde gral hesaplannda en cok kullamlan ug yontei 

grz. Bu yontemler degisken dontisumu, kismi integrasyon ve basit kesirlere ayir- 

ma teknikleri olarak adlandinlir. 

Degi§ken D6nii§umiiyle integral Alma 

Degisken donugumu ile integral alma yontemini bir ornek iizerinde aciklayarak 



\[x - lj xdx integralini hesaplayiniz. 



mrnrwi 



integrali almacak fonksiyondaki (x 2 - l) 20 ifadesinin acilarak integralin almmasi 
50k uzun islemler gerektirmektedir. Bu uzun islemleri ortadan kaldirarak integra- 
li almacak fonksiyonu basitlestirmek icin deg: 
integrali : siyonda (x 2 - 1) yerine yeni bir degigken olarak, 

u = x 2 - 1 



degiskenini koyalim. Doniisumle verilen fonksiyonunun s 
ve buradan da dx diferansiyelini bulalim. 

# = 2x => ** = dx 



1 gore tiirevini alalm 



Buldugumuz bu degerleri integrali almacak fonksiyonda yerine koyalim. 
[{x 2 -lf°xdx = \u 2{) .x.du = ll u 20 du 



Bu ornekte uygulanan degisken doniisumu ile integral alma yontemi icin asa- Qozumde buldugunuz integralin W 

gidaki genel ilke verilecektir. f ba ® , olarak allnaca 9' nl du di " 

D feran5iyeli gostermektedir. 



« degiskeni ;/ = g(.x) '. telde, integral 

daki parantez icerisi, kok icerisi veya bir iis u olarak ah: 



almacak fonksiyon- 



^j- = g '(x) ve buradan - 






du 



>, '(x) 
= cfcc degerleri 



= dx diferansiyeli bulunur. 

igral almacak fonksiyonda yerlerine 



buna bagli olarak diferansiyelin na- 
sil dbniis.tiiriildugunu gbrmek gok 
bnemlidir Genelde integrali almacak 
fonksiyondaki parantez icerisi, kbk 
igerisi veya bir iis u olarak alinir. 



u= g(x) ve 

konulursa, icerisinde x degiskeni yerine u ck ali almacak 

bir fonksiyon bulunur. Eger, yapilan donusiim sonucunda icerisinde x 
degiskeni bulunan bir fonksiyon bulunursa baska bir doniisum uygulanir. 

1111 sonucunda u ya bagli olarak bulunan fonksiyonun integrali u ya 
gore almacaktir. Alman integralde u yerine u = g (x) degeri konulur. 



Vermi§ oldi .ken doniisumu yontemiyle almacak integral ornekle- 

i verecegiz. 



H| x 2 dx integralini hesaplayiniz. 



KEBSI 



icak fonksiyonda (x 
. , ^ = 3x 2 => 



1) ifadesi yerine u degiskeni alinirsa, 



degerleri bulunur. 



3x 
Bulunan degerler 



itegralde yerlerine konulursa, 



integral Alma Ybnt 



nana 



[U 3 + lf°x 2 dx 


= Jw 10 .^ 


du 


" 


1 1>. du = l.i^+c 










1 Cv-2 . 


l) U + 
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sonucu bulunur. 





























J U 2 + 2) 4 



integralini ahmz. 



% 




integrali alinacak fonksiyonda parantezin icerisindeki (x 2 + 
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|' xcix 
J^ + 3 



integralini hesaplayimz.. 



u = x 2 + 3 olarak ahndiginda, 

A 2x 

olur. Bu degerler integrali alrnac 



:ak fonksiyonda yerlerine konulursa, 



Bu ornekteki integralin alinmasinda 
logaritmik fonksiyonun tijrevinden 
yararlanildigini gorunik. 













du _ 1 idu 






-lnU 2 + 


3) 


















= f- 




= l In 






v + 


3 




\u 




2x 2.1 u 


2 
















































sonucu 1 


)L 


fl 


nur. 























LUJ1A' 



e 3x+ . dx integralini hesaplayimz. 
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ilirsiz integral Alma Ybntemle 



h 2 dx integralini hesaplayiniz. 



TTOHWIM 
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integralini hesaplayiniz. 
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integralini hesaplayiniz. 
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EHEH3 



Orneklerdeki integralleri alirken once 1) 
degijkenin nasil doniijturuldugune 
dikkat ediniz. 



Asagidaki integralleri alarak ikinci tarafla kar§ila§tinniz. 
(u = 5x + 3) 



(5x + 3) 2 ^ = l( 5 ^ + 3) 3 + c, 
(l-2x) 5 & = -^(l-2x) 6 +c, 
V3x+ 5 ate = |(3x+ 5)V3jc+ 5 - 

2x ^ x = ln(x 2 + 5)+c, 

x 2 + 5 

e Ox 8 e +c, 

2x. e x ' l dx = e x ' l + c, 
[2x + l) dx j 



f*' + *r 3U 2 + x) 3 



( M =l-2x) 

(« - 3x + 5) 

(u = 8x) 

( M =x 2 -l) 



I[ln|x + l|] 2 + c, ( M =ln|x + l|] 



nun garpimlan 



Kismi integral Alma Yontemi 

u ve v , x degiskenine bagh ve bu degiskene gore tiirevlenebilir iki fonksiyon 
olsun. Bu iki fonksiyonun carpimlarmm x e gore tiirevleri alinirsa, 



" ill v) = u.^+ v. 1 ^ 



dv , 



dii 






dx 



dx 



bulunur. Diferansiyelleri kullanarak, 
d(uv) = udv + vdu 

bulunur. Bu eskligin her iki tarafmdaki ifadelerin integralleri alinirsa, 
d\uv) = udv + vdu 

uv = udv + vdu 



5 eklinde belirlenen kismi integral for- esitligi bulunur. Son esitlikteki I udv terimi yalniz birakihrsa, kismi integral alma 
mulu bulunur. J 

yonteminde kullanilacak formul bulunur. 

udv = uv - \ vdu 



Kismi integral yontem uyguanmasi 
icin dv integrali en kolay alinabilen 
ve ayni zamanda. 



Formiilde carpim seklinde verilen udv ifadesindeki carpanlardan dv olarak 
ntegrali en kolay alinabilen ve ayni zamanda vdu integralinin kolayca alinma- 



raftaki integralin ahnmasmi kolaylastirmiyorsa, dv olarak diger carpan secilir. 



ilirsiz integral Alma Ybntemle 



Asagida verecegimiz ornekleri dikkatle incelerseniz bu secimi kolayca yapar 
ve integrali hesaplayabilirsiniz. 



xe x dx integralini kismi integral alma yontemiyle hesaplayiniz. 
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xlnx dx integralini kismi integral alma yontetniyle hesaplayiniz. 
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Belirsiz integral Alma Ybnt 



lnx dx integralini kismi integral alma yontemiyle hesaplayiniz. 



Integrali alinacak 


fonksiyonun carpanlanndan lnx fonksiyonunu u 
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I dx integralini kismi integral alma yontemiyle hesaplayiniz. 



u = (lnx) => du= 2 lnx. — dx 
dv= dx => v = x 



l(lnx) 2 rfx = x (lnx) 2 - I 2. lnx.^,xdx 

= x(lnx) 2 - 2 lnxdx = x(lnx) 2 - 2 (xlnx - x) + c olur. 



■ iiumii 



integralini kismi integral alma yontemiyle hesaplayiniz. 



u = lnx => du = — dx 
Bu degerler integrali alinacak fonksiyonda ycrlerinc konulursa, 



.IwJ J_ 



= -^Inx-^ +c 
sonucu bulunur. 



ilirsiz integral Alma Ybntemle 



integralini kismi integral alma yontemiyle hesaplayiniz. 
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x lnlOxdx integralini hesaplayiniz. 



integrali 


U 


nac 


al 


[ fonksiyonunun ^ 


a i p 


anlanndan InlOx ifadesi u , x^dx ifadesi 


w 


de dv ol 




ik 2 


h 














































^= j 




iv 




> 


»■ 


















































1( 


X 








1 <&• 






















X™ 


























i 


;U 


ger 


e 


r 




























ma 




e konulu 




























*• 


In 


1 


)xd 






Ox f* 5 




1 
























J 5 












































































































*ilnl 











































































































































Basit Kesirlere Ayirma Yontemiyle integral Alma 

a lar sabit ven>0 tamsayi olmak iizere, 



flox + a\X 



in pozitif tamsayi olan kuvvetle- 
2 gore duzenlenmis. ifadelere po- 
)m denir. f (x) ve g (x) birer po- 
3m ve g (x) / olmak iizere 



§eklinde x in kuwetlerine gore duzenlenmi§ bir ifadeye polinom denildigini F(x )= f ^ x ^ 

biliyorsunuz. 9(*) 

Bir polinomun ax + b §eklinde birinci dereceden ax 2 +bx+c §eklinde ikin- jeklindeki fonksiyona rasyonel f onk- 
ci dereceden carpanlan olabilir. 

fix) ve g (x) birer polinom ve g (x) *■ olmak iizere, 



bir rasyonel 
fonksiyonun basit kesirler seklinde 
nasil ifade edilecegi agklanacaktir. 



Fix) 



■ /fa) 



integral Aim 



seklindeki fonksiyona rasyonel fonksiyon denir. Rasyonel fonksiyonda paydaki 
fonksiyonunun derecesi paydadaki polinomun derecesinden kiiguk ise bu kesir 
basit kesirdir. Eger paydaki polinomun derecesi paydadaki polinomun derecesin- 
den buyiik veya es.it ise, verilen kesirin payindaki polinom paydasindaki polino- 
ma bolunerek verilen fonksiyon bir polinom ile bir basit kesirin toplami geklinde 
ifade edilebilir. 



Ornek olar 






ele a 



Bu rasyonel fonksiyonun integralini alalm 
\[x + l+^—\dx = C+ x + In \x- ll + 



Bir rasyonel fonksiyonun paydasindaki polinomun biribirinden farkli ax + b 
geklinde birinci dereceden carpanlan varsa, carpanlann her biri icin, 



seklinde basit kesirler yazihr ve bu kesirler toplanarak rasyonel fonksiyona 6zde§ 
kilinir. 



Liilll. 



integralini hesaplayiniz. 
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integralini ahniz. 
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Integralini ahniz. 



UJiUI 



integrali ahnacak rasyonel fonksiyonun payindaki polinomun derecesi paydasm- 
daki polinomun derecesinden biiyiik veya e§it ise; pay paydaya boliinerek verilen 
fonksiyon bir polinom ile bir basit kesirin toplami §eklinde ifade edilir. 
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paydasmda 



Integrali ahnacak rasyonelfonksiyonun paydasindaki polinomun ax + b 
§eklinde birinci derece ifadelerin tekrarlanmis qarpanlart varsa, A lar 
bulunmasi gereken sabitler olmak iizere (n) kere tekrarlanmis bir gar- 
pan iqin, 



(ax + bf '"(ax+b)" 
i tane basit kesirin toplam 



LlliitL 



t {x + l)dx 



integratini ahniz. 



integrali ahnacak rasyonel fonksiyonunun paydasindaki (x - 1) carpani iki kere 
tekrarlanmi§tir. Bu nedenle, 



(x-lf 



x - l) 2 x 



ilirsiz integral Alma Ybntemle 



6zde§ligi yazilip, ikinci tarafm paydalan e§itlenirse, x + 1 = A (x - 1) + B 6zde§- 
ligi ve buradan da, x + 1 = Ax - A + B 6zde§ligi bulunur. Ozde§ligin her iki 
tarafmdaki benzer terimlerin katsayilan egitlenirse, 

A = 1 

-A + B = 1 
denklem sistemi bulunur. Bulunan 
bulunur. 

x + 1 s _J_ + 2 1 

(x-lf " *-l '(x-lf 

integral alimrsa, 

t^ + D* _ I A ,of <at 






cozumunden ^4 = 1, fi = 2 degerleri 



(x - If 



= lnk-l|--^— - 

(x- 1) 



uanra 



f(2x 2 - l) dx 



integralini aliniz. 
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206 Kendimizi Sinayalim 



Kendimizi Sinayalim 



1. agagidakilerden hangisine egittir? 5. \e' 2x dx agagidakilerden hangisine egittir? 



a. In | 3x 2 - 10 | + 

b. In | x 2 - 10 | + c 

c. In | 3x 2 + 10 | + 

d. 61n | x 2 - 2 | + c 

e. IlnU3 + 3 ) + 



e 3jr x 2 dx agagidakilerden hangisine egittir? 



b. ^e- 2x + 
3 



6. e x . xtix agagid 



3. ( .x 2 + 2.x F. (x + l) dx agagidakilerden hangisi 

esittir? 

a _ (x 2 + 2xf 
12 

10 

(x 2 + 2xt 

6 

., U 2 + 2x) 4 

d " —4 + ° 

(x 2 + 2xf 
e. + c 

18 

4. x 2 \nxclx agagidakilerden hangisine egittir? 



7. eJr <^ Y agagidakilerden hangisine egittir: 



agagidakilerden hangisine egittir? 

5 
(in* f +c 

6 
(hx) 2 +c 

3 
(in*) 4 ^ 



§vurabilecegimiz Kaynaklar 



9. x iiretim miktanni gostermek tizere, bir firmanm mar- 
jinal gelir fonksiyonu, R ' (x) = 40 000 - 2x olarak be- 
lirlenmistir. Buna gore, bu firmanm toplam gelir fonksi- 

a. 40 000 - x 2 

b. 40 000* - x 2 

c. 40 000* + X 2 

d. 40 000* -5x 



misinc ositlir? 
J x 2 - 9 



10. x iiretim miktanni gostermek uzere, bir firmanm 
marjinal maliyet fonksiyonu, C'(x) = 8x + 100 olarak be- 
lirlenmistir. Firmanm 40 birim iiretim icin toplam maliyet 

den hangisidir? 



i lgisine esitlir? 
J e x - 1 



a. 4x 2 + 100a; + 60.000 




a. In (e* 


b. Ax 2 + 100* + 69.600 




b. In le* 


c. 4x 2 + 10* + 69.000 




c. In & 


d. Ax 2 + 100* + 70.000 




d. In 11 


e. 4.x 2 + 100* 




e. e x + c 


11.x iiretim miktanni gostermek uzere, 
marjinal kar fonksiyonu, P ' (*) = 2x + 


bir firmada 
500 olarak 


14 jlnlxlrf 


belirlenmistir. Firmada 100 birimlik iiretim 


ifin toplam 


a. ln 2 |.x 


kar 20 bin birim ise, toplam kar fonksiyonu 
den hangisidir? 


asagidakiler- 


b. !ElL* 

2 


a. -x 2 + 500* - 20 000 






b. -x 2 + 500* + 20 000 




c. In2* 


c. x 2 + 500 




d. ta3 l x 


d. x 2 + 500.x - 40 000 




3 


e. -x 2 - 500.x + 20 000 




In 2 |.x 



'■ . . . ■ ■■• 




Riemann' in uzay geometri konusundaki calis- 
malari, modern kuramsal fizigin geli§mesine 
onemli etkileri olmu§tur. Bu gun Riemann in- 
tegrali olarak bilinen belirli integral kavrammi 
ortaya koymu§tur. 

"Riemann gibi bir geometric'! gergek diinyamn 
en onemli gizgiierinin hemen hemen hepsini 
herkesten once sezmi§ otabitirdi. " 

A. S. EDDINGT0N j 



